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Контрольная по высшей математике за 1 курс 
 
 
 
1. Найдите производные от данных функций:  
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Решение. 
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(первую дробь сократили на 2, вторую на 3). 
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2. Дана функция ]
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Ответ. 
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3. Дана функция 
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4. Докажите, что функция )12ln( 22 +++= xyxz  удовлетворяет уравнению 
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Находим частные производные второго порядка 
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Подставим найденные значения в уравнение: 0
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Ответ. Функция не удовлетворяет уравнению. 
 
 
 
 

5. Дана функция 





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Сумма элементов матрицы: 4+12+2+4=22. 
 
Ответ. 22. 
 
 
 

6. 
 Для функции )(ln7 222 zyxu ++= . Найти: 
а) координаты вектора градиента  в точке ( )1;2;3 −A ; 

б)  
дa

дu
 в точке А в направлении вектора }2;2;1{a . 

Решение.  

а) Найдем частные производные функции. 



Контрольная работа выполнена на сайте www.MatBuro.ru 
©МатБюро. Решение задач по математике, статистике, теории вероятностей 

 

 9 

( )

;
142

7

0)(

0)(

,

1

)(
12

1
)ln(7

222222

2

2

22
222

22
222

zyx

x

zyx

x

z

y

constzy

x

zyx
xyx

zyx
x

u

x

x

x

xx

++
=

++
⋅=

=

=′

=′
−

=′

=′++⋅
+++

=
′

++=
∂
∂

. 

( )

;
142

7

0)(

0)(

,

1

)(
12

1
)ln(7

222222

2

2

22

222
22

222

zyx

y

zyx

y

z

x

constzx

y

zyx
xyx

zyx
y

u

y

y

y

yy

++
=

++
⋅=

=

=′

=′
−

=′

=′++⋅
+++

=
′

++=
∂
∂

( )

222222

2

2

22
222

22
222

142
7

0)(

0)(

,

1

)(
12

1
)ln(7

zyx

z

zyx

z

x

y

constxy

z

zyx
xyx

zyx
z

u

z

z

z

zz

++
=

++
⋅=

=

=′

=′
−

=′

=′++⋅
+++

=
′

++=
∂
∂

 

};;{ )()()( AAA
дz

дu

дy

дu

дx

дu
ugrad = . 

}
14

;
14

;
14

{
222222222 zyx

z

zyx

y

zyx

x
ugrad

++++++
= . 

Найдем градиент в точке А, подставив координаты точки: 

}
1)2(3

114
;

1)2(3

)2(14
;

1)2(3

314
{

222222222 +−+
⋅

+−+
−⋅

+−+
⋅=ugrad ; 

}
14

14
;

14

28
;

14

42
{

−=ugrad ; 

}1;2;3{ −=ugrad  

. 
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2) 

Производную в точке A  в направлении вектора  }2;2;1{=a  найдем по формуле: 

γβα coscoscos ⋅+⋅+⋅= AAA
дz

дu

дy

дu

дx

дu

дa

дu
 , 

где γβα cos,cos,cos  - направляющие косинусы вектора (координаты 

единичного вектора e , соответствующего вектору  }2;2;1{=a ). 

aaa
aaa zyx

a

z

a

y

a

x
e ,,};;;{=
→

 - координаты вектора a . 

3221 222 =++=a ; 

 }
3

2
;

3

2
;

3

1
{=

→
e  

γβα coscoscos ⋅+⋅+⋅= AAA
дz

дu

дy

дu

дx

дu

дa

дu
= =+⋅−⋅

3

2

3

2
2

3

1
3

3

1

3

2
1 =− . 

Ответ. }1;2;3{ −=ugrad ; 
3

1=
дa

дu
. 

 

 

 

7. Найти  xxy ′′ , если 




=
=

.sinln

,cos2

ty

tx
 Вычислить xxy ′′ , если 

6

π=t . 

Решение. 

Найдем xy′          ( ) ctgt
t

t
t

t
tyt ==′⋅=′=′

sin

cos
)(sin

sin

1
sinln ; 

( ) ttttttxt 2sincossin2)(coscos2cos2 =−=′⋅=
′

=′ . 

tttt

t

tt

ctgt

x

y
y

t

t
x 2sin2

1

cossinsin2

cos

cossin2
−=−=−=

′
′

=′ . 

Найдем xxy ′′ . 
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xxy ′′ =

′

−








−
=

′
′′

=
tt

t
x

y

t

tx

cossin2
sin2

1
)( 2

=

′









tt
t

cossin
sin

1

4

1 2

tttt

t

tt

tt
43

3

sin2

1

cossinsin

cos

2

1

cossin

)(sinsin2

4

1 −=⋅−=
′−⋅=

−

 

 
 

При 
6

π=t 8

16

1
2

1

6
sin2

1

4
−=

⋅
−=−=′′

πxxy . 

 

Ответ. 8;
sin2

1
4

−−=′′
t

yxx . 

 
 
 
8. Функция );( yxzz = задана неявно уравнением xyzxz 23 23 =+ . Вычислить 

)0;0;1(−
дx

дz
, )0;0;1(−
дy

дz
. 

Решение.  

Частные производные найдем по формулам: 
);;(

);;(

zyxF

zyxF

дx

дz

z

x

′
′

−= ; 
);;(

);;(

zyxF

zyxF

дy

дz

z

y

′
′

−= . 

Т.к. xyzxz 23 23 =+ , то  

xyzxzzyxF 23);;( 23 −+= ; 

1) yxzxyzxzzyxF xconstzyx 26)23();;( 23
, −=′−+=′ − ;  

2) xxyzxzzyxF yconstzxy 2)23();;( 23
, −=′−+=′ − ; 

3) 2223
, 33)23();;( xzxyzxzzyxF zconstyxz +=′−+=′ − . 

Подставим найденное в формулы частных производных: 

а) 
);;(

);;(

zyxF

zyxF

дx

дz

z

x

′
′

−=
22 33

26

xz

yxz

+
−= ;    )0;0;1(−

дx

дz
0

3

0 ==  

б) 
);;(

);;(

zyxF

zyxF

дy

дz

z

y

′
′

−=
22 33

2

xz

x

+
−= ;     )0;0;1(−

дy

дz

3

2=  

Ответ. а) ;0;
33

26
22 xz

yxz

дx

дz

+
−= б)

3

2
;

33

2
22 xz

x

дy

дz

+
−= . 
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9. Найти острый угол  между осью Ох и касательной к графику функции 
652 +−= xxy  в точке 30 =x . 

Решение. 

 
Касательная l  имеет уравнение bkxy += , −k угловой коэффициент 
касательной. αtgk = , −α угол  между осью Ох и касательной. 

52)65()( 2 −=′+−=′== xxxxytgk α ; 

В точке 30 =x : 1532 =−⋅=αtg ; 
4

1
πα == arctg . 

Ответ. 
4

π
. 

 
 
 
 
10. Найти  dy , если xy arcsin= . Вычислить значение dy , если 08,0,0 =∆= xx . 
Решение. 

dxxydy )(′=  

=′=′ )(arcsinxy
21

1

x−
. 

dx
x

dy
21

1

−
= ; 

08,008,0
01

1

1

1
2

=⋅
−

=∆⋅
−

= x
x

dy . 
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Ответ. dx
x

dy
21

1

−
= ; 0,08. 

 
 
 
11. Дана функция yxxyxz ++−= 23  и точки )3;1(0M  и )92,2;06,1(1M . 

Вычислить z∆  и dz  при переходе из точки 0M  в точку 1M . 
 
Решение. 2556,492,206,192,206,106,13)( 2

1 =++⋅−⋅=Mz ; 

yMzxMzdz yx ∆′+∆′= )()( 00  - полный дифференциал 

08,0392,2;06,0106,1 −=−=∆=−=∆ yx ;  

43133)( 0 =++−=Mz  

;4136)(;16)3( 0
2 =+−=′+−=′++−=′ Mzyxyxxyxz xxx  

;011)(;1)3( 0
2 =+−=′+−=′++−=′ Mzxyxxyxz yyy  

yMzxMzdz yx ∆′+∆′= )()( 00 = 24,0)08,0(006,04 =−⋅+⋅ ; 

26,02556,042556,4)()( 01 ≈=−=−=∆ MzMzz  - приращение функции 

Ответ. .24,0;26,0 ==∆ dzz  

 

 

12. Найти наибольшее и наименьшее значение функций на заданных отрезках 

2

4
4)(

x
xxf −−= на заданном отрезке [ ]4;1 . 

Решение. 
Функция определена и непрерывна на отрезке [ ]4;1 , наибольшее или 
наименьшее значения она может достигать  на концах отрезка или в точке 
экстремума. 
Найдем значение функции на концах отрезка и  в стационарных точках, 
принадлежащих отрезку. 
1) Значения функции на концах отрезка: 

1
1

4
14)1(

2
−=−−=f ;    



Контрольная работа выполнена на сайте www.MatBuro.ru 
©МатБюро. Решение задач по математике, статистике, теории вероятностей 

 

 14 

4

1

4

4
44)4(

2
−=−−=f ; 

2) Найдем стационарные точки. 

3

3

32

88
1)

4
4()(

x

x

xx
xxf

−=+−=′−−=′ (по таблице производных:  т.к. 

1)( −⋅=′ nn xnx , 04,0..;1;
8

)2(4)4(
3

32 =′=′=′−=−⋅=′ −−
тоСктx

x
xxто ). 





≠
=







≠

=−

=−=′

0

;2

;
.0

;08

;0
8

;0)(

3

3

3

3

x

x

x

x

x

x
xf

 

[ ]4;12∈=x , найдем )2(f  

1
2

4
24)2(

2
=−−=f  

Из найденных значений: 
1)1( −=f  

4

1
)4( −=f  - наименьшее 

1)2( =f   -  наибольшее. 

Ответ. 
4

1
)4( −=f  - наименьшее значение функции 

1)2( =f   -  наибольшее значение функции. 
 
 
 
 

13. Дана функция 
862

22 xyyxxy
z −−= . Найти ее наименьшее и наибольшее 

значения на  замкнутом  множестве, ограниченном прямыми y=0, x=0, 

1
43

=+ yx
. 

Решение. 
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Область D  ограничена прямыми:  y=0, x=0 , xy
3

4
4 −= .  

О(0;0);  А(0;4);  В(3;0). 
1) Найдем стационарные точки, лежащие внутри области D  из условия: 





=′
=′

.0

;0

y

x

z

z
 

=−−=′−−=−′
86

2

2
)

862
()(

222 yxyyxyyxxy
constyz xx 832

2yxyy −− ; 

=−−=′−−=−′
8

2

62
)

862
()(

222 xyxxxyyxxy
constxz yy 462

2 xyxx −− ; 

 
 

      










⋅=−−

⋅=−−

12.0
462

24;0
832

2

2

xyxx

yxyy

     






=−−

=−−

.0326

;03812
2

2

xyxx

yxyy
  

Выразим из второго уравнения )
3

2
2;263( 2 xyxxxyy −=−=  и подставим в 

первое уравнение:   0)
3

2
2(3)

3

2
2(8)

3

2
2(12 2 =−−−−− xxxx ; 

0
3

4
812

3

16
16824 2 =−+−+−− xxxxx ; 

0
3

4
12

3

16
1624 22 =−−+− xxx ;  

012164 2 =+− xx ; 



Контрольная работа выполнена на сайте www.MatBuro.ru 
©МатБюро. Решение задач по математике, статистике, теории вероятностей 

 

 16 

0342 =+− xx ; 





=⋅
=+

.3

;4

21

21

xx

xx
 

3;1 21 == xx . 

3

1
1

3

2
21 =−=y ;  03

3

2
22 =⋅−=y  

D∈)
3

1
1;1(   D∈)0;3(  

Найдем значения функции в этих точках: 

9

2

9

2

9

2

3

2

8
9

16
1

6
3

4
1

2
3

4
1

)
3

1
1;1( =−−=

⋅
−

⋅
−

⋅
=z ; 

9

2
)

3

1
1;1( =z . 

0)0;3( =z . 

 
2) найдем наибольшее, наименьшее значения функции на границах области. 
На границе 0А:    0);0();(];4;0[;0 ==∈= yzyxzyx  
Значение функции в точке А(0;4): 

0)4;0()( == zAz ; 

Значение функции в точке О(0;0):  
0)0;0()( == zOz  

На границе АВ:    

=−=∈−= )
3

4
4;(];3;0[;

3

4
4 xyxzxxy

8

)
3

4
4(

6

)
3

4
4(

2

)
3

4
4( 22 xxxxxx −

−
−

−
−

= 

= xxxxxxxx
2

3

9

2

3

4

2

1

9

2

3

2

3

2
2 32322 =−+−+−− ; 

2

3=′xz  

−≠′ 0xz на границе АВ нет стационарных точек  
Значение функции в точке В(3;0): 

0)0;3()( == zBz  

 
На границе ОВ:    ==∈= )0;(];3;0[;0 yxzxy 0. 
 
 Из полученных значений функции выбираем наибольшее, наименьшее: 
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9

2
)

3

1
1;1( =z  - наибольшее 

0)0;0()0;3()4;0( === zzz  - наименьшее 

Ответ. 0)0;0()0;3()4;0( ==== zzzz
наим

;  
9

2
)

3

1
1;1( == zz

наиб
. 

 
 
 

14. Провести полное исследование функции  
3

13

xx
y −=  и начертить ее график  

Решение. 

1) D(y):   .0≠x  
2)  
а) Исследуем функцию на четность и нечетность: 

=
−

−
−

=−
3)(

13
)(

xx
xy )

13
(

3xx
−−  

Условие у(-х)=-у(х) выполняются, поэтому функция является нечетной.  
б) Функция непериодическая.  
в) Найдем точки пересечения с осью Ох (для этого решим уравнение у=0). 

0
13
3

=−
xx

; 
3

1
;13;0

13 2
3

2

±===−
xx

x

x
;      ;0≠x  

)0;
3

1
(±  

Точек пересечения с осью Оу (х=0)  нет, т.к. у(0) – не существует. 
3) Исследуем функцию на монотонность и экстремум. 
  

=′−=′ )
13

(
3xx

y =

=

=

=′

′+′=′+

−

−

−

3
3

1

1

1

3
3

)(

)(

x
x

x
x

nxx

vuvu
nn

4

2

4

2

42

)1(33333

x

x

x

x

xx

−=−=+− . 

 

y′=0;    
4

2)1(3

x

x−
0;1;01 2 ≠±==− xxx . 

 Исследуем знаки производной на интервалах, на которые область определения 
функции разбивается этими точками.  
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x )1;( −−∞  -1 )0;1(−  0 )1;0(  1 );0( +∞
 

у

′ 
─ 0 + - + 0 ─ 

y  
 

-2 

 

-  2  

2)1(;2)1( maxmin ==−=−= yyyy  
2) Найдём интервалы выпуклости, вогнутости графика, точки перегиба.  
Находим вторую производную.  

5

2

5

2

5342

)2(6126126
)

33
(

x

x

x

x

xxxx
y

−=−=−=′+−=′′ . 

0=′′y ;    
5

2 )2(6

x

x −
=0;  0;2;022 ≠±=− xxx  

Исследуем знак у′′ на интервалах, на которые область определения разбивается 
этими точками.  
x )2;( −−∞

 
−
 

)0;2(−  0 )2;0(  2
 

);;2( +∞
 

у

′
′

+ 0 ─ - ─  + 

y вогнут

ый 2
−

−≈
 

выпуклы

й 
- выпукл

ый 22

5

 

8,1≈
 

вогнуты

й 

 

)
22

5
;2( −− ; −)

22

5
;2( точки перегиба графика функции. 

5) Асимптоты графика функции. 
а) Вертикальные асимптоты. 

+∞=−
−→ 3

2

0

13
lim

0 x

x
x

;     −∞=−
+→ 3

2

0

13
lim

0 x

x
x

. 

x =0 – вертикальная асимптота. 
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б) Наклонные асимптоты найдем из условия: y=kx+b , 

))((lim;
)(

lim kxxfb
x

xf
k

xx
−==

±∞→±∞→
. 

+∞→
=

x
k lim =

⋅
−
xx

x
3

2 13









∞
∞ =

+∞→x
lim

4

2 13

x

x −
 

Разделим числитель и знаменатель дроби на старшую степень 4x , получим:    

,0
1

13

lim
42

=
−

=
+∞→

xxk
x

  

,0
1

13

lim
42

=
−

=
−∞→

xxk
x

 

=−=
±∞→

))((lim kxxfb
x +∞→x

lim =−−
0

13
3

2

x

x
+∞→x

lim =








∞
∞=−

3

2 13

x

x
  

Разделим числитель и знаменатель дроби на старшую степень 3x , получим:    

=
+∞→x

lim 0
0

13
3

=
−

xx  

0=y - горизонтальная асимптота графика функции. 
 
3) Дополнительные точки: 
х -3 -2 2 3 
у 1−≈  4,1−≈  4,1≈  1≈  
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