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Пример решения задачи:  
Вычисление объема тела с помощью двойного интеграла 

 
 

ЗАДАНИЕ.   

Вычислить объем тела, ограниченного поверхностями, с помощью 

двойного и тройного интеграла  �� + �� = 4�, �� + �� + �� = 16 

 
РЕШЕНИЕ.  
 �� + �� = 4� →		�� − 4� + 4 + �� = 4	 → 		 �� − 2�� + �� = 4 

Уравнение задает круговой цилиндр радиуса 2 с осью � = 2, � = 0. 

Второе уравнение задает сферу радиуса 4 с центром в точке начала 

координат: 

 

Так как фигура симметрична относительно плоскости � = 0, будем 

рассматривать половину фигуры при � ≥ 0.  Искомая фигура ограничена 

снизу плоскостью � = 0, сверху - поверхностью сферы �� + �� + �� = 0, с 

боков - поверхностью цилиндра �� − 2�� + �� = 4.	 
� = � ���, ������

�
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���, �� = �16 − �� − �� � - круг �� − 2�� + �� = 4 

Перейдем к  цилиндрическим координатам: 

�� = � cos �� = � sin �� = �  

� = �16 − ���cos� � + sin� �� = �16 − �� 

 �� − 2�� + �� = 4	 → 		 �� + �� = 4�	 → 		 ���cos� � + sin� �� = 4� cos � �� = 4� cos � � = 4 cos � 

Итак,  

�:			 #0 ≤ � ≤ 4 cos �0 ≤ � ≤ %  

 

 

� = � ���, ������
�

= � ���, �� ∙ �����
�

= ' ��(
)

' ��16 − ��
* +,- .

)
�� 

Найдем внутренний интеграл: 

 



Решение задачи по двойным интегралам скачано с 
 https://www.matburo.ru/ex_ma.php?p1=ma2int  

(больше примеров по ссылке) 
©МатБюро - Решение задач по математике, экономике,  программированию 

 

3 
 

' ��16 − ��
* +,- .

)
�� = − 12 ' �16 − ��

* +,- .
)

�−2����
= − 12 ' �16 − ��

* +,- .
)

��16 − ��� = 

= − 12 ∙ 23 �16 − ���0/� 24 cos �
0 = − 13 3�16 − 16 cos� ��0/� − �16 − 0�0/�4 = 

= − 13 5�16 sin� ��0� − �4��0�6 = 13 �40 − 40 sin0 �� = 643 �1 − sin0 �� 

Найдем внешний интеграл: 

' 7643 �1 − sin0 ��8 ��(
)

= 643 ' 1��(
)

+ 643 ' sin� � �− sin ����(
)

= 643 � 9 %
0 + 

+ 643 '�1 − cos� ����cos ��(
)

= 643 �% − 0� + 643 5cos � − 13 cos0 �6 9 %
0 = 

= 643 % + 643 75cos % − 13 cos0 %6 − 5cos 0 − 13 cos0 068 = 

= 643 % + 643 75−1 + 136 − 51 − 1368 = 643 % + 643 ∙ 5− 436 = 643 % − 2569  

Тогда объем всего тела: 

� = 2 ' ��(
)

' ��16 − ��
* +,- .

)
�� = 2 5643 % − 2569 6 = 1283 % − 5129  

 

Найдем объем этого тела с помощью тройного интеграла. Аналогично, будем 

искать объем только верхней части. 

Тело задается неравенствами: 

�:		 =0 ≤ � ≤ �16 − ��0 ≤ � ≤ 4 cos �0 ≤ � ≤ %  

� = > ������
?

= > �������
?

= ' ��(
)

' ���* +,- .
)

' ��√ABCDE

)
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' ��√ABCDE

)
= � F�16 − ��

0 = �16 − �� 

' ��16 − ����* +,- .
)

= − 12 ' �16 − ��
* +,- .

)
�−2����

= − 12 ' �16 − ��
* +,- .

)
��16 − ��� = 

= − 12 ∙ 23 �16 − ���0/� 24 cos �
0 = − 13 3�16 − 16 cos� ��0/� − �16 − 0�0/�4 = 

= − 13 5�16 sin� ��0� − �4��0�6 = 13 �40 − 40 sin0 �� = 643 �1 − sin0 �� 

 

' 643 �1 − sin0 ����(
)

= 643 ' 1��(
)

+ 643 ' sin� � �− sin ����(
)

= 643 � 9 %
0 + 

+ 643 '�1 − cos� ����cos ��(
)

= 643 �% − 0� + 643 5cos � − 13 cos0 �6 9 %
0 = 

= 643 % + 643 75cos % − 13 cos0 %6 − 5cos 0 − 13 cos0 068 = 

= 643 % + 643 75−1 + 136 − 51 − 1368 = 643 % + 643 ∙ 5− 436 = 643 % − 2569  

Тогда объем всего тела: 

� = 2 ' ��(
)

' ��16 − ��
* +,- .

)
�� = 2 5643 % − 2569 6 = 1283 % − 5129  

 

Ответ.  
A�G0 % − HA�I  

 


