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Пример решения задачи:  
Объем тела через двойной интеграл 

 
 

ЗАДАНИЕ.   

С помощью двойного интеграла вычислить объем тела, ограниченного 
поверхностями �� ≤ �� + �� ≤ ��, �� − �� − 
� ≥ 0, � ≥ 0 
 
РЕШЕНИЕ.  Перепишем �� − �� − 
� ≥ 0 в виде 
� ≤ �� − ��, откуда −�� − �� ≤ 
 ≤ �� − �� 
Заданное тело можно записать в виде: 

�−�� − �� ≤ 
 ≤ �� − ���� ≤ �� + �� ≤ ��� ≥ 0  

Тогда искомый объем: � = ���� − �� − �−�� − ���� ����� = 2��� − ������� , 
где � - проекция тела на плоскость ���: 

��� ≤ �� + �� ≤ ��� ≥ 0�� − �� ≥ 0  
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Для вычисления интеграла перейдем к полярным координатам: �� = � cos!� = � sin! ; 		���� = �	���! 

Область � примет вид: 

& � ≤ � ≤ �−'4 ≤ ! ≤ '4 

Тогда искомый объем: 

� = 2��� − ������� = 2 ) �!*/,
-*/, )�� cos� ! − �� sin� ! ∙ ���/

0 = 

= 2 ) �!*/,
-*/, )cos� ! − sin� ! ∙ ����/

0 = 2 ) cos� ! − sin� !1�23 4�	�5�!*/,
-*/,= 

= 4) cos� ! − sin� !1�23 4�	�5�!*/,
6 = 43 7�2 − �28 ) cos 2! �!*/,

6  

= 99: = cos 2! ; 		! = 12 arccos : ! = '4 → : = cos'2 = 0
�! = − 121 − :� �: ! = 0 → : = cos 0 = 199 = 

= 43 7�2 − �28): ∙ ?− 121 − :�@�:6
A = 23 7�2 − �28) :1 − :� �:A

6 = 

= B:� = C; 		: = √C : = 1 → C = 1�: = 12√C �C : = 0 → C = 1B = 23 7�2 − �28) √CE√1 − C ∙ 12√C �C
A

6 = 

= 13 7�2 − �28) C-A,71 − C8-A��CA
6 = 13 7�2 − �28) C2,-A71 − C8A�-A�CA

6= 13 7�2 − �28Β �34 ; 12� 

Учитывая связь между бета-функцией и гамма-функцией, получим: 

� = 13 7�2 − �28Β �34 ; 12� = 13 7�2 − �28 ∙ Г �34� Г �12�Г �34 + 12� = 13 7�2 − �28 ∙ Г �34� Г �12�Г �54�  
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Ответ. 

� = 13 7�2 − �28 ∙ Г �34� Г �12�Г �54�  

 
 
 


